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ABSTRAK. Gelanggang polinomial miring adalah pengembangan dari gelanggang polinomial yang umum 
dikenal. Dalam gelanggang polinomial biasa 𝑅 𝑥 , perkalian antar polinomial bersifat komutatif. Namun pada 
gelanggang polinomial miring, sifat komutatif perkalian tidak berlaku. Adanya 𝜎 dan 𝛿 dalam proses perkalian 
menyebabkan 𝑥𝑎 ≠ 𝑎𝑥. Dengan demikian, perkalian dalam gelanggang polinomial miring tidak komutatif. Hal 
ini menyebabkan sifat gelanggang polinomial miring berbeda dengan sifat gelanggang polinomial biasa. Pada 
tulisan ini dijabarkan mengenai beberapa sifat gelanggang polinomial miring yang gelanggang tumpuannya 
adalah gelanggang komutatif berdasarkan sifat-sifat 𝜎 dan 𝛿. 
Kata Kunci: endomorfisma, gelanggang polinomial, gelanggang tumpuan, komutatif, sifat. 
 
ABSTRACT. Skew polynomial ring is the development of the polynomial ring that is generally known. In the 
ordinary polynomial ring 𝑅 𝑥 , the multiplication between polynomials is commutative. However in skew 
polynomial ring, commutative properties of multiplication is not applicable. The existence of 𝜎 and 𝛿 in 
multiplication process causes 𝑥𝑎 ≠ 𝑎𝑥. Thus, multiplication in skew polynomial ring is not commutative. This 
caused properties of skew polynomial ring different with properties of polynomial ring. In this paper elaborated 
about some of the skew polynomial properties which the support ring is commutative ring based on the 
properties of 𝜎 and 𝛿. 




Gelanggang adalah salah satu objek yang 
dipelajari dalam aljabar abstrak, salah satu cabang 
ilmu matematika. Dalam disiplin ilmu matematika 
sendiri, gelanggang memegang peranan yang sangat 
penting. Bahkan dalam perkuliahan pun gelanggang 
memegang peranan penting. Sebagai contoh, ketika 
belajar kalkulus, teori bilangan, analisis riil maupun 
analisis kompleks, gelanggang berperan penting di 
dalamnya. Mengapa bisa dikatakan demikian. Sebab 
objek seperti himpunan bilangan riil  ℝ , himpunan 
bilangan kompleks  ℂ , himpunan bilangan rasional 
 ℚ  serta himpunan bilangan bulat modulo p  ℤ𝑝  
dengan operasi penjumlahan dan perkalian adalah 
contoh dari gelanggang. 
Dalam perkuliahan Struktur Aljabar telah 
dipelajari pengertian awal tentang teori gelanggang 
dan beberapa sifatnya. Salah satu pengembangan 
                                                 
 Penulis koresponden. 
   Alamat E-mail: herwin.armawan@gmail.com 
dari konsep teori gelanggang yaitu gelanggang 
polinomial miring. Gelanggang polinomial miring 
ternyata memiliki sifat-sifat yang menarik untuk 
dipelajari, pun gelanggang polinomial miring sendiri 
memiliki aplikasi yang cukup luas misalnya di teori 
koding atau dalam memahami perilaku sistem 
kontrol linier. 
Dalam gelanggang polinomial miring, 
perkalian antar polinomial didasari oleh perkalian 
𝑥𝑎 = 𝜎 𝑎 𝑥 + 𝛿 𝑎 , untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑅. Dalam hal 
ini, 𝜎 adalah suatu endomorfisma dan 𝛿 adalah 
suatu 𝜎-derivatif. Dari pengertian gelanggang 
polinomial miring di atas terlihat bahwa peranan 𝜎 
dan 𝛿 sangat mempengaruhi struktur atau sifat 
gelanggang polinomial miring. Oleh karena itu, 
salah satu masalah yang akan dibahas adalah 
bagaimana sifat-sifat dari 𝜎 dan 𝛿 tersebut. 
Lebih lanjut, pengaruh 𝜎 dan 𝛿 telah 
menyebabkan struktur atau sifat gelanggang 
polinomial miring 𝑅 𝑥;𝜎, 𝛿  berbeda dengan 
gelanggang biasa 𝑅 atau gelanggang polinomial 
biasa 𝑅 𝑥 . Oleh karena itu, permasalahan lain yang 
  
 
akan dibahas disini adalah bagaimana sifat-sifat dari 
gelanggang polinomial miring. 
Pembahasan mengenai beberapa sifat 
gelanggang polinomial miring pada tulisan ini 
dibatasi pada gelanggang polinomial miring yang 
gelanggang tumpuannya adalah gelanggang 
komutatif. Tujuan penulisan ini adalah untuk 
mengetahui sifat-sifat 𝜎 dan 𝛿, dan beberapa sifat 
gelanggang polinomial miring yang gelanggang 
tumpuannya adalah gelanggang komutatif. 
 
BAHAN DAN METODA 
 
Pada bagian ini dibahas mengenai 
gelanggang, homomorfisma, dan endomorfisma 
yang merupakan teori penunjang dari penelitian. 
 
GELANGGANG 
Definisi 1 (Definisi Gelanggang) 
Himpunan 𝑅 tak kosong disebut gelanggang jika di 
dalam 𝑅 terdapat dua operasi 
 umumnya disimbolkan  +  dan  ⋅   sedemikian 
sehingga berlaku: 
1.  𝑎 + 𝑏 ∈ 𝑅, ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅. 
2. 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎, ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅. 
3.  𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑎 +  𝑏 + 𝑐 , ∀ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅. 
4. Untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑅, terdapat elemen 0𝑅 ∈ 𝑅 
sehingga 0𝑅 + 𝑎 = 𝑎. Selanjutnya 0𝑅 disebut 
elemen netral dari 𝑅. 
5. Untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑅, terdapat 𝑏 ∈ 𝑅 ∋ 𝑎 + 𝑏 = 0. 
Selanjutnya 𝑏 disebut invers dari 𝑎 terhadap 
penjumlahan di 𝑅, biasa ditulis 𝑏 = −𝑎. 
6. 𝑎 ⋅ 𝑏 ∈ 𝑅, ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅. 
7. 𝑎 ⋅  𝑏 ⋅ 𝑐 =  𝑎 ⋅ 𝑏 ⋅ 𝑐, ∀ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 
8. 𝑎 ⋅  𝑏 + 𝑐 = 𝑎 ⋅ 𝑏 + 𝑎 ⋅ 𝑐 dan  𝑏 + 𝑐 ⋅ 𝑎 = 𝑏 ⋅
𝑎 + 𝑐 ⋅ 𝑎, ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅. 
Jika untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑅, terdapat 1𝑅 ∈ 𝑅, 
sehingga1𝑅 ⋅ 𝑎 = 𝑎 ⋅ 1𝑅 = 𝑎. Selanjutnya, 𝑅 disebut 
gelanggang dengan elemen satuan dan 1𝑅 disebut 
elemen satuan di 𝑅. 
Apabila di 𝑅 juga berlaku 𝑎 ⋅ 𝑏 = 𝑏 ⋅ 𝑎, ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 
maka 𝑅 dinamakan gelanggang komutatif. 
Contoh 1. Himpunan bilangan real ℝ dengan 
operasi penjumlahan  +  dan operasi perkalian  ⋅  
yang sudah dikenal membentuk gelanggang. Dan 
karena di ℝ berlaku 𝑎 ⋅ 𝑏 = 𝑏 ⋅ 𝑎, ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, maka 
ℝ merupakan gelanggang komutatif. 
 
HOMOMORFISMA 
Definisi 2 (Homomorfisma Grup) 
Misalkan  𝐺,∗  dan  𝐺 ′ ,∘  masing-masing grup. 
Suatu fungsi 𝜙:𝐺 → 𝐺′ dinamakan fungsi 
homomorf atau suatu homomorfisma jika 
𝜙 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝜙 𝑎 ∘ 𝜙(𝑏) untuk setiap , 𝑏 𝜖 𝐺. 
 
 
Definisi 3 (Homorfisma Gelanggang)  
Suatu pemetaan 𝜙 dari gelanggang 𝑅 ke dalam 
gelanggang 𝑅′ dikatakan homomorfisma jika, 
1. 𝜙 𝑎 + 𝑏 = 𝜙 𝑎 + 𝜙 𝑏 , 
2. 𝜙 𝑎𝑏 = 𝜙 𝑎 𝜙 𝑏 , 
untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅. 
Contoh 2. Misalkan 𝐺 dan 𝐺 ′  adalah gelanggang. 
Kemudian diberikan suatu pemetaan 𝜙:𝐺 → 𝐺 ′  
dengan aturan 𝜙 𝑎 = 2𝑎. Akan ditunjukkan 
pemetaan 𝜙 adalah suatu homomorfisma 
gelanggang. 
Misalkan diambil 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺. Akan ditunjukkan 
bahwa ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 berlaku: 
1. 𝜙 𝑎 + 𝑏 = 𝜙 𝑎 + 𝜙 𝑏  
2. 𝜙 𝑎 ⋅ 𝑏 = 𝜙 𝑎 ⋅ 𝜙 𝑏  
sehingga: 
1. 𝜙 𝑎 + 𝑏 = 𝜙 𝑎 + 𝜙 𝑏 , ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 
 𝜙 𝑎 + 𝑏 = 2 𝑎 + 𝑏  
  = 2 𝑎 + 2 𝑏  
 𝜙 𝑎 + 𝜙 𝑏 = 2 𝑎 + 2 𝑏  
Jadi terbukti 𝜙 𝑎 + 𝑏 = 𝜙 𝑎 + 𝜙 𝑏  
2. 𝜙 𝑎 ⋅ 𝑏 = 𝜙 𝑎 ⋅ 𝜙 𝑏 , ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺  
 𝜙 𝑎 ⋅ 𝑏 = 2 𝑎 ⋅ 𝑏  
   = 2𝑎𝑏 
 𝜙 𝑎 ⋅ 𝜙 𝑏 = 2 𝑎 ⋅ 2 𝑏  
 = 4𝑎𝑏 
Jadi disimpulkan 𝜙 𝑎 ⋅ 𝑏 ≠ 𝜙 𝑎 ⋅ 𝜙 𝑏  
Dikarenakan untuk 𝜙 𝑎 ⋅ 𝑏 ≠ 𝜙 𝑎 ⋅ 𝜙 𝑏  maka 




Definisi 4 (Endomorfisma Grup) 
Suatu homomorfisma grup dikatakan 
endomorfisma jika memetakan grup 𝐺 ke dirinya 
sendiri dan endomorfisma dikatakan automorfisma 
jika bersifat bijektif. 
Adapun endomorfisma gelanggang, secara 
analog hampir sama dengan definisi   di atas, yakni 
suatu homomorfisma gelanggang dikatakan 
endomorfisma apabila memetakan gelanggang 𝑅 ke 
dirinya sendiri dan dikatakan automorfisma jika 
pemetaan homomorfisma-nya bersifat bijektif. 
Contoh 3. Misalkan ℤ adalah himpunan bilangan 
bulat dan bersama dengan operasi penjumlahan 
biasa membentuk suatu grup. Kemudian terdapat 
pemetaan 𝜙:ℤ → ℤ yang didefinisikan oleh 
𝜙 𝑥 = 𝑛𝑥, 𝑛 ∈ ℕ. Akan ditunjukkan bahwa 𝜙 
adalah suatu endomorfisma grup. 
Misalkan diambil 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ akan ditunjukkan 
𝜙 𝑎 + 𝑏 = 𝜙 𝑎 + 𝜙 𝑏 . 
Sehingga, 𝜙 𝑎 = 𝑛𝑎 




selanjutnya, 𝜙 𝑎 + 𝑏 = 𝑛 𝑎 + 𝑏  
  = 𝑛𝑎 + 𝑛𝑏 
  = 𝜙 𝑎 + 𝜙 𝑏  
Karena 𝑎, 𝑏 sebarang maka 𝜙 𝑎 + 𝑏 = 𝜙 𝑎 +
𝜙 𝑏 , ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℤ. Hal ini berarti 𝜙 adalah suatu 
endomorfisma grup. 
 
GELANGGANG POLINOMIAL MIRING 
Dalam gelanggang polinom biasa, perkalian 
antar polinom-polinom bersifat komutatif. Namun 
demikian, terdapat suatu gelanggang polinom 
dengan perkalian antar polinom tidak komutatif. Ore 
(1993) memperkenalkan suatu gelanggang polinom 
tidak komutatif, yang selanjutnya dikenal dengan 
gelanggang polinom miring. Berikut diberikan 
pengertian lengkap gelanggang polinomial miring. 
Definisi 5 (Definisi Gelanggang Polinomial 
Miring) 
Misalkan 𝑅 adalah suatu gelanggang dengan 
identitas 1, 𝜎 adalah suatu endomorfisma dari 𝑅, 
dan 𝛿 adalah suatu 𝜎-derivatif, yaitu: 
(i). 𝛿 adalah suatu endomorfisma pada 𝑅, dengan 𝑅 
sebagai grup penjumlahan. 
(ii). 𝛿 𝑎𝑏 = 𝜎 𝑎 𝛿 𝑏 + 𝛿 𝑎 𝑏, untuk setiap 
𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅. 
Gelanggang polinom miring atas 𝑅 dengan variabel 
𝑥 adalah gelanggang: 𝑅 𝑥;𝜎, 𝛿 =  𝑓 𝑥 = 𝑎𝑛𝑥
𝑛 +
⋯+ 𝑎0|𝑎𝑖 ∈ 𝑅  dengan 𝑥𝑎 = 𝜎 𝑎 𝑥 + 𝛿 𝑎 , ∀ 𝑎 ∈
𝑅. Suatu elemen 𝑝 dari gelanggang polinomial 
miring 𝑅 𝑥;𝜎, 𝛿  mempunyai bentuk kanonik 
𝑝 =  𝑎𝑖𝑥
𝑖𝑟
𝑖=0 , 𝑟 ∈ ℤ+ =  0,1,… , 𝑎𝑖 ∈ 𝑅, 𝑖 =
1, 2,…  , 𝑟. 
Contoh 4. Misalkan 𝑅 adalah ℂ yang merupakan 
himpunan bilangan kompleks sedangkan 𝜎 adalah 
suatu endomorfisma pada ℂ yang didefinisikan 
sebagai 𝜎 𝑎 + 𝑏𝑖 = 𝑎 − 𝑏𝑖, untuk setiap 𝑎 + 𝑏𝑖 ∈
ℂ, dan 𝛿 adalah suatu 𝜎-derivatif yang didefinisikan 
sebagai 𝛿 𝑎 + 𝑏𝑖 = 𝑏, untuk setiap 𝑎 + 𝑏𝑖. 
Gelanggang polinomial miring ℂ 𝑥;𝜎, 𝛿  adalah 
salah satu contoh gelanggang polinomial miring. 
 
HASIL DAN DISKUSI 
 
Teorema 1 
Misalkan 𝜎 adalah suatu endomorfisma dari 
gelanggang 𝑅, 𝛿 adalah pemetaan dari 𝑅 ke 𝑅, dan 
didefinisikan suatu pemetaan 𝜙:𝑅 → M2 𝑅  dengan 
aturan 𝜙 r =  𝜎
 r 𝛿 r 
0 r
  , maka 𝛿 adalah        




Misalkan 𝑅 adalah gelanggang dan 𝜎 adalah 
endomorfisma pada 𝑅, maka 𝜎′  dengan definisi, 
𝜎 ′ 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥
𝑛−1 + ⋯+ 𝑎0 =
𝜎 𝑎𝑛  𝜎
′ 𝑥  𝑛 + 𝜎 𝑎𝑛−1  𝜎
′ 𝑥  𝑛−1 + ⋯+
𝜎 𝑎0   
 = 𝜎 𝑎𝑛 𝑥
𝑛 + 𝜎 𝑎𝑛−1 𝑥
𝑛−1 + ⋯+ 𝜎 𝑎0  
( catatan: karena 𝜎′ 𝑥 = 𝑥 ) 
adalah endomorfisma pada 𝑅 𝑥 . 
 
Teorema 3 
Misalkan 𝑅 adalah gelanggang, 𝜎 adalah 
endomorfisma pada 𝑅, 𝛿 adalah 𝜎-derivatif pada 𝑅, 
dan 𝜎′  endomorfisma pada 𝑅 𝑥 . 𝜎′  adalah 
perluasan dari 𝜎 dengan definisi 𝜎′ 𝑝 𝑥  = 𝑝 𝑥 . 
Maka 𝛿 ′  dengan definisi, 
 𝛿 ′ 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥
𝑛−1 + ⋯+ 𝑎0 =  𝑛𝜎 𝑎𝑛 𝑥
𝑛 +
𝛿 𝑎𝑛 𝑥
𝑛 +   𝑛 − 1 𝜎 𝑎𝑛−1 𝑥
𝑛−1 +
𝛿 𝑎𝑛−1 𝑥
𝑛−1 + ⋯+  𝜎 𝑎1 𝑥
1 + 𝛿 𝑎1 𝑥
1 +
𝛿 𝑎0  
 =  𝑛𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝛿 𝑎𝑛 𝑥
𝑛 +   𝑛 − 1 𝑎𝑛−1𝑥
𝑛−1 +
𝛿 𝑎𝑛−1 𝑥
𝑛−1 + ⋯+  𝑎1𝑥
1 + 𝛿 𝑎1 𝑥
1 +
𝛿 𝑎0  
adalah 𝜎′ -derivatif pada 𝑅 𝑥 . 
 
Teorema 4 
Misalkan 𝑅 = 𝑘 𝑥  adalah gelanggang polinomial 
atas lapangan 𝑘. Jika 𝜎 adalah pemetaan dari 𝑅 ke 𝑅 
dengan aturan 𝜎 𝑓 = 𝑓 𝑥2  maka 𝜎 adalah suatu 
endomorfisma pada 𝑅. 
 
Teorema 5 
Misalkan 𝑘 adalah lapangan. 𝑅 = 𝑘 𝑥  𝑦;𝜎′ , 𝛿 ′   
adalah gelanggang polinomial miring dengan 
gelanggang tumpuan adalah gelanggang polinomial 
𝑘 𝑥 , dengan 𝜎′  seperti pada teorema 4, dan dengan 





Berdasarkan uraian pada bab sebelumnya maka 
dapat disimpulkan sebagai berikut:  
1. Jika 𝜎 adalah suatu endomorfisma dari 
gelanggang 𝑅, 𝛿 adalah pemetaan dari 𝑅 ke 𝑅, 
dan didefinisikan suatu pemetaan 𝜙:𝑅 → M2 𝑅  
dengan aturan 𝜙 r =  𝜎
 r 𝛿 r 
0 r
  , maka 𝛿 
adalah 𝜎-derivatif dari 𝑅 jika dan hanya jika  𝜙 
adalah homomorfisma gelanggang. 
2. Endomorfisma dari suatu gelanggang 𝑅 dapat 
dikembangkan menjadi endomorfisma pada 
gelanggang polinomial 𝑅 𝑥 . Yaitu, jika 𝑅 
adalah gelanggang dan 𝜎 adalah endomorfisma 
pada 𝑅, maka 𝜎′  dengan definisi, 
𝜎′ 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥
𝑛−1 + ⋯+ 𝑎0 =  
 𝜎 𝑎𝑛  𝜎
′ 𝑥  𝑛 + 𝜎 𝑎𝑛−1  𝜎
′ 𝑥  𝑛−1 + ⋯+
𝜎 𝑎0  
  
 
 = 𝜎 𝑎𝑛 𝑥
𝑛 + 𝜎 𝑎𝑛−1 𝑥
𝑛−1 + ⋯+ 𝜎 𝑎0  
adalah endomorfisma pada 𝑅 𝑥 .  
3. Jika 𝑅 adalah gelanggang, 𝜎 adalah 
endomorfisma pada 𝑅, 𝛿 adalah 𝜎-derivatif pada 
𝑅, dan 𝜎′  endomorfisma pada 𝑅 𝑥 . Maka 𝛿 ′  
dengan definisi, 
  
 𝛿 ′ 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥
𝑛−1 + ⋯+ 𝑎0 =
 𝑛𝜎 𝑎𝑛 𝑥
𝑛 + 𝛿 𝑎𝑛 𝑥
𝑛  
 +  𝑛 − 1 𝜎 𝑎𝑛−1 𝑥
𝑛−1 + 𝛿 𝑎𝑛−1 𝑥
𝑛−1 +
⋯+  𝜎 𝑎1 𝑥
1 + 𝛿 𝑎1 𝑥
1 + 𝛿 𝑎0  
 =  𝑛𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝛿 𝑎𝑛 𝑥
𝑛 +   𝑛 − 1 𝑎𝑛−1𝑥
𝑛−1 +
𝛿𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1+…+𝑎1𝑥1+𝛿𝑎1𝑥1+𝛿𝑎0 
dengan 𝜎′  adalah perluasan dari 𝜎 dengan 
definisi 𝜎′ 𝑝 𝑥  = 𝑝 𝑥 , adalah 𝜎′ -derivatif 
pada 𝑅 𝑥 . 
4. Jika 𝑅 = 𝑘 𝑥  adalah gelanggang polinomial atas 
lapangan 𝑘 dan 𝜎 adalah pemetaan dari 𝑅 ke 𝑅 
dengan aturan 𝜎 𝑓 = 𝑓 𝑥2  maka 𝜎 adalah 
suatu endomorfisma pada 𝑅. 
5. Jika 𝑘 adalah lapangan, maka 
𝑅 = 𝑘 𝑥  𝑦;𝜎′ ,𝛿 ′   adalah gelanggang 
polinomial miring dengan gelanggang tumpuan 
adalah gelanggang polinomial 𝑘 𝑥 , dengan 𝜎′  
seperti pada teorema 4, dan dengan 𝛿 ′  seperti 
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